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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Se considera sirul (x,) _ , definit prin: x, =1,x =3 si x,,,=2-x,,,+3-x,,(V)n 20.

a) Demonstrati ca x, =3",(V)ne N;

2015
b) Calculati S = Z X, .
k=0
G.M. nr. 1/2015 - supliment

Solutie:

2) Xy =1x =320 X, =24, 43 X, =37 e Ip
Presupunem € X, =3", X,,; = 3" oo Ip
Avem: X, =2-3"™ 433" =37 e Ip
Conform principiului inductiei matematice complete rezultd ca x, =3", (V)ne N ............... 1p

2015
b) S=0 x =14343 443 Ip
k=0
Pentru progresia geometrica = b,,b,,b,,...,b,, de ratie g # 1, suma termenilor este :
b - q” -1 2015 2016
SnZM:Szz&c:u .................................................................................... 2p
g-1 k=0 2

2. Fie f:R>R, f(x)=ax’+bx+c, cu ae R",b,ce R astfel incat 5a+4b+6¢=0.
a) Pentru a,f,ye R, calculati expresia E(a,b,c)=a-f(0)+f-f(1)+7-f(2), grupand
rezultatul dupa a,b sic .
b) Demonstrati faptul ca existd &, f3,7€ (0,00) astfel incat a- £ (0)+ 8- f(1)+y-f(2)=0.
c) Justificati existenta unui punct MO(xO,O) situat pe graficul functiei f cu proprietatea ca
x,€[0,2].

Solutie:

a) E(ab,c)=a-c+p-(a+b+c)+y-(da+2b+c)=a-(f+4y)+b-(L+2y)+c-(a+L+7)



5

B+ay=s |73
FIE S BA2Y =4 = B o3 et 2p
a+p+y=6 1
B+y yolt
2
c¢) Daci unul dintre numerele f (0), f (1), f(2) este zero rezultd cd x, € {0,1,2} <[0,2] .......... Ip

Dacd f(0),f(1),(2) sunt numere nenule, din %-f(0)+3-f(1)+%-f(2)20, rezultd ca

unul dintre numerele f(0),f(1),f(2) are semn contrar celorlalte doud, deci ecuatia

vvvvvv

3. Fie f:R—>R care verifica relatia: x-[2+ f (x)+ f (—x)]+2- f (-x) =0, (V) xe R.

a) Sa se demonstreze ca f este functie impara.
b) Sa se determine functiile care verifica relatia de mai sus.

Solutie:

a) Dacd x€ R = —XE R ot e e Ip
Scriem relatia datd punand —x In 10C de X ......oocooiiiiiiiiiiii Ip
Obtinem: —x[ 2+ f (=x)+ f (x) ]+ 2f (x) =0, (V) XE R oo 1p

x-[ 24 f(x)+ f(=x)]+2- f(-x)=0
AV S ettt ettt n Ip
—x[24 f (=x)+ f(x)]+2: f(x)=0
Adunand membru cu membru cele doud egalitati obtinem:
f(=x)+f(x)=0= f(-x)=—f(x),(V)xe R, deci functia f este impara .............ccoeceruu... 2p
b) Inlocuind in relatia din ipoteza avem x-[2+M—M] -2 f(x)=0= f(x)=x . Ip

4. intr-un plan considerim linia poligonald A A,A,...A,

astfel incat incepand cu al doilea segment, fiecare are
lungimea de doua ori mai mare deciat a segmentului
precedent. O insectd pleacad din punctul A, sarind succesiv
in punctele Ay, As, A4, ..., Azis. Este posibil ca dupa un
numar finit de sarituri, insecta sa se intoarca in punctul A; ?

(‘A1A2015 =2"" 00 = ‘AIAZ‘)

Solutie:

Fie dist(A,, 4,) =[A4,|=1. Avem: [4,A|=255AA) =21 |AA| =21 [ Ay Ay =271

........................................................................................................................................................... 2p

AA +AA+AA . A A s T AN sA =0 e, Ip

A Ay s| = AA FAJA o Ay Asrs] oo Ip

A ] S A A+ A A ] Ip
: ) Presupunand ca insecta ar putea reveni in A;, dupa un numar

finit de sarituri, ar trebui sa avem:
M <42 0+ 2+ 427 = 22 <14+ 2427 .+ 27
= 221 <22 1 (FALS) oo 2p
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. in planul complex, se considera multimea % a punctelor M (x,y),x,ye R, care au proprietatea
ca ‘\/x2 +1 +i\/y—2‘ =2.

a) Determinati punctele care au ambele coordonate numere ntregi si care apartin multimii M.
b) Reprezentati geometric multimea M Intr-un sistem cartezian xOy .

Solutie:
a) Punctul M (x,y) se afld in M dacd si numai dacd x* +y=5§i y=2. .coooriiiiiireiiiiiinnnn 2p
Punctele din M care au ambele coordonate numere intregi sunt M, (-1,4), M, (0,5), M, (1.4).
............................................................................................................................................... 2p
b) Reprezentarea geometrici a multimii M este arcul din parabola y=5-x’ corespunzitor
domeniului xe [—\/g \/g ] e 3p
2. Siserezolve ecuatia: log, (log, x—9)=2+log, (1-4log 4).
Solutie:
x>0
- . x#1
Conditii de eXISIENIAT § ettt ettt e bt st et Ip
log, x>9
4log 4<1
102, x>9=>x>2%,4102 4 <125 X > 2% (o Ip
ASAAAT: X > 27 oottt ettt 1p
log, (10g, x=9) =108, [ 9+ (1=4108, 4) | cceiiviccevrrrrrrrreessisscseeeeee s 1p
8
J0Z, X =0 = 0| I | o e Ip
log, x
- . . 2 yl = 6
Notam log, x = y si obtinem: y“ —18y+72=0= g T s Ip
Yo =
log, x=6=>x=2° - nu convine
102, X =125 X =22 = SOIULE ©..ovveveeeeciiee et Ip

3. Determinati numerele intregi m pentru care graficul functiei



FIRR, f(x)=(m-1)-2"+(m-6)-27

intersecteazd axa Ox Intr-un punct care are coordonatele numere rationale.
Lucian Dragomir

Solutie.

Graficul functiei intersecteazd axa Ox atunci cand ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie reala.
. . . 6—m .
Ecuatia revine la (m—1)- 22X 4 (m-6)=0, adica 2> = — m#1. Cum 2’ >0,Vte R, ajungem

m_

6—m

la conditia >0 me (1,6). Numarul m fiind intreg, deducem cd me {2,3,4,5} ....ccoovvveunee.

m_
3p

) ) 3 - )
Pentru m =3 obtinem ecuatia 22 :5 & 22 =3 Dacid xe Q, atunci 2x+1 :£e Q, unde

q
p,q€ Z,q#0. Atunci 2P =37 egalitate imposibild (un numar par nu poate fi egal cu unul impar).

. 2 N
Analog, pentru m =4, ecuatia 2% = 3 nu are solutii rationale. ...........coccocoviiiiiiiin 2p

. . . . 1
Pentru m =2 obtinem ecuatia 2>* =4, cu solutia x=1€ Q. Pentru m =35, vom obtine 2" =,

solutia x=-1€ Q. In concluzie, daci m=2 sau m =35, graficul functiei f va intersecta axa Ox Tn
punctul A(1,0), respectivV A (—1,0) . .. et 2p

4. La jocul de sah se acorda 1 punct pentru o partidd cstigatd, 0,5 puncte pentru o remiza si 0
puncte pentru infringere. Un sahist a jucat 100 de partide de sah si a acumulat 40 de puncte.
Care este diferenta dintre numarul de partide pierdute si numarul de partide castigate ?

Solutie:
Fie x, y si respectiv z, numdrul de partide castigate, numarul de remize si numarul de partide
PIEIAULE A& SANISE «...eiiiiiiiiiiiite ettt et et e st e e sb bt e e b e et e s e e s 2p
. x+y+z=100
DIn nuUnt aVEIM: § et et sttt e e bt e st et e e sbe e e e 2p
x+0,5-y=40
+y+z=100
Rezulta e oo 1p
2x+y=80

ODHNEIM 27 X = 20 ettt ettt st et et ettt ettt e bt e bt sabe s et e bt e st e s e e 2p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XT-A

1. a) Demonstrati cd dacd X si Y € M, (R) cu proprietateacd X -Y =1,, atunci Y- X =1,.
b) Demonstrati cd dacd A,Be M, (R), astfel inct A+ B =3AB, atunci
(3A-1,)(3B-1,)=1, 51 A-B=B-A.

Solutie:

a) Din X-Y=1I,=det(X-Y)=det(X)-det(¥)=det(L;) =1 .ommmrrerrnererereenreneeneene. 1p
Rezultd cd det(X )#0 si det(Y)=0, deci matricele X si ¥ sunt inversabile ..........cc.cocruunee. 1p
Din X Y=L, =Y =XV X=X X =1L, e e 1p

b) (3A-1,)(3B—1,)=9AB-3A-3B+1,=3(3AB—A—=B)+ 1, =1; wceeosrereeererrrrrrerereeene. Ip

Conform cu a) avem si: (3B—1,)(3A-1,)=1,=>9BA-3A-3B+1,=1,=>3BA=A+B ...2p
. |A+B=3A-B
Din =

A+B=3B-A

2. Fie f:R — R, o functie care verifica inegalitatea |cos x —2" + f (x)| <x*,(V)xeR.

Demonstrati cé:

a) £(0)=0;
b) f'este continud in punctul x=0;
c¢) Calculati lim—f(x) .
x—0 X
Solutie:
a) In inegalitatea din enunt punem x = 0. Rezultd | f (0)| S0= F(0)=0 oo, Ip
b) —x*<cosx—2"+f(x)<x*,(V)xe R=2"—x" —cosx < f (%) 2"+ X7 —COS X ovrrrrrerennne 2p
. x 2 1 x 2 —
lxlf(}(z —-Xx —cosx)—lxlilg(Z +x cosx) 0 e e 1p
Rezulta lin(}f (x)=0=f(0)=feste cONtiNUA TN X =0 .coerrerrrrriirrrrrererreireirerreeeneereeeeeeee Ip
x _ 2 X 2 _
o Hoximcosx fx) 2'+a Cosx,(v)x>0:(3)nmﬂzmz ................................ Ip
X X X X
x _ 2 X 2
2 -x—cosx, fx), 2 4x COSX,(V)x<0:>(EI)limM=1n2 ................................ Ip

X X X x—0
x<0



3. FieA,Be M,(R) astfel incdt A-A’=B-B'=1,. Sd se demonstreze cd cel putin una dintre

matricele A+ B sau A— B este singulard (A’ este transpusa matricei A) .

Solutie:

Presupunem cd A+ B §i A— B SUNt NESINGUIATE ......ccceiriiiiiiiiiiiiiieeie et 1p
AVEM A" = A7 Si B = B oottt Ip
Pentru orice matrice X € M, (R), avem det X =det X' ..cooeuiuviinieereeeneirirresenereseiseiseeenenne 1Ip

det(A-B)-det(A+B)=det(A-B)-det(A' +B')=det(A-B)-det(A™" +B™') =
=(det(A))-det(A™" +B™)-(det(B))=det(I,+A-B™")-(det(B)) =det (B+A) = det(AB) =1

........................................................................................................................................................... 2p
Analog: det(A-B)-det(A—B)=(det(A))-det(A" —B™")-(det(B))=
=det(/,—A-B™')-(det(B))=det(B—A)=—det(A—B) = det(AB) =—1 .oooovvrrrvvrvirircicicccriccce 1p
det(A-B)=1
- contradictie, rezultd cerinfa problemei ............ccceeviiviiiiiiiniiiiniiii e, Ip
det(A-B)=-1

4. Un calator parcurge dus — intors acelasi traseu de lungime d in doui zile, de fiecare datad in
acelasi interval de ora, 80 — 12% . In prima zi (la dus) o functie continud §i monotona

f :[8,12] - [O,d ] , exprima distanta parcursa de célator pe traseu, iar a doua zi (la Tntors) o alta
functie continud si monotond g :[8,12] —»[0,d ], exprima distanta parcursd de calator pe traseu,
in sens invers, pana la fiecare moment orar fe [8,12]. (in care fractiunile de ora se exprima
zecimal). Consideram functia F:[8,12] >R, F(r)= f(t)+g(1)-d.

a) Calculati F(8) si F(12) .

b) Daca 1, € [8,12] si F(z,) =0, demonstrati ca la momentul 7, caldtorul se afld in acelasi loc pe

traseu, atat la dus cat si la intors.
c) Demonstrati ca existd un punct pe traseul parcurs 1n care calatorul s-a aflat la aceeasi ora atat
la dus cat si la intors.

Solutie:

a) F(8)=/(8)+8(8)=d=0+0=d =—d oottt Ip
F(12)=f(12)4 8(12) =d =d +d —d =d oo Ip

b) Lamomentul to, f(#,)+g(1,)=d =0=> f(t,)+8(f)) =d worrrrrrrrererreeeee e, 1p
ceea ce aratd ca pozitia pe traseu a calatorului la momentul #, este aceeasi si la dus si la intors
..................................................................................................................................................... 2

¢) F(8) F(12)<0 i cum F €Ste CONINUA .....vurvuremreeraiseeeiieeeeeeseesesseeseesseessesseesessssesesseessessesseenes II;)

existd 7, € [8,12] astfel incat F (z,)=0, deci existd un punct pe traseu in care calatorul s-a aflat

la aceeasi ora atat 1a dus CAt S1 18 TNLOTS .....ooeivvieiiiieiie e e e Ip
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. intr-un mediu de culturd sunt, la momentul 7y = 0, 300 bacterii. Numarul de bacterii la
momentul 7 > 0 este dat de functia n:[0,00) —(0,e0), n=n(z), functie care satisface relatia

w(:):%.n(z),(v);zo.

a) Determinati n(?) .
b) Demonstrati cd pentru ¢ > 20, numarul bacteriilor din mediu este mai mare decat 2015.
Solutie:

n'(t 1
a) Avem n(t)>0,(V)t20si%=E ...................................................................................... Ip
Deducem ln(n(t))::%-H—C .................................................................................................. 1p
REZUIE 71(1) = €0 (9)1 20 oo Ip
Cu 1(0) =300 € =300 = 1(1) =300+ 10, (9)1 20 oo 2p
b) Din n'(7)= % -n(t)>0=n=n(t) este functie strict crescitoare pe intervalul [0,c) ........... Ip
Pentru ¢ =20 avem (1) 1(20)=300-¢* >300-2,7% = 2187 > 2015 ..coooooeresersserscersee Ip

AA A

2b a
a) Sa se demonstreze cda P+Qe G si P-Qe G, VP,0eG;

b) Sa se rezolve ecuatia X?= 1,,XeG;

. . a b
2. Se considera multimea G = {X eM,(Z,) X :( J}

c¢) Sé se demonstreze ca produsul tuturor matricelor din G, diferite de O nu depinde de ordinea
lor si sa se calculeze acest produs.

Solutie:
ab PR B atc b+d

Daca P=|,,. . |siQ=|.. .| ab,c,deZ,, atunci P+Q=|,., —, — |eG si
2 a 2d ¢ 2(b+d) a+c



ac+2bd bc+ad
P-O=|. E G e e 2p
2(bc+ad) ac+2bd

. a b . a’ +2b* 2ab 10 AN A A2 AR A
Daca X =| ., . |, atunci avem N =, .|,deunde ab=0sia +2b =1
2b a ab a’ +2b* 0 1
........................................................................................................................................................... 1p
. L [10) (20
Ecuatia are doua SOIULIL: | ., | SI| . . | sveeeerreremmeemmeeenieeeitee st e e siieestte et e st e e st e e bee e s eeeeieees Ip
0 1 0 2
Toate matricele din G, diferite de Oy, sunt inversabile in G .......cccceveeiiiniiiniiiniinie e, Ip
Produsul nu depinde de ordinea matricelor deoarece conform a) orice doua matrice din G comuta
........................................................................................................................................................... 1p
Produsul este egal cu QIZ ................................................................................................................. Ip

X(X+1 X(X+1)..(X+n-1
3. Se considera polinomul: f, :1+%+%+...+ ( ) f n=1)

e C[X].neN si
matricea Ae M,(C) cu A*=0,.
a) Sa se demonstreze ca f, :i'(X +1)-(X +2)-...-(X +n) pentru oricare ne N.

n!

b) Sa se demonstreze ca det(/,—x-A)=1,Vxe C,
c) Sa se calculeze det( 1y (A)) ,

Solutie:

a) Se foloseste INduCtia MALEMALICA ....eevveeruieriieiieritieiie ettt et et e st e e e 2p
sau

se grupeaza din aproape 1n aproape

/- I+x x(x+1) . x(x+1)(x+2) . x(x+1)...(x+n-1) _

1! 2! 3! n!
%/—/

(x+l)(x+2) x(x+1)(x+2) x(x+l)...(x+n—l)

2! 3! n!

_ (x+1)(x;2)(x+3)+m+x(x+1)..’.1(!x+n—1) _ = %(Hl)(ﬁz),..(ﬁn),(v)ne N

b) Deoarece /3 comuta cu A avem: (I, —x-A)(L,+xA+x’A* +x’A’)= I} -x*A* = I, de unde

avem det (1, =X+ A) 2 0,VXE € oo Ip

Deducem c functia g (x)=det(Z, —x-A)este constantd, Vxe C, deci
Z(X) = 8(0)=dEt(1;) =1 ottt Ip

c) Avem f3(X):(1+X)(1+%Xj(1+§Xj ............................................................................... Ip

A e O g e e s 2



4. Fie functia f:(0,00) 5> R, f(x)=x-Inx.
a) Sd se determine a,be R astfel incat functia F:(0,00) > R, F(x)=ax’Inx+bx* si fie o
primitiva a lui f .
b) Sa se determine aria suprafetei cuprinsa Intre graficul lui f, axa (Ox) si dreptele de ecuatii
x=1si x=e.

3
¢) Se considerd functia f :{0,%} —[0,In2], f(x)=In(1+rgx). Sa se calculeze I = Jf(x)dx.
0

Solutie:
a) Fprimitivaaluif = F'(x)=f(x) = 2axInx+ax+2bx=xInx, (V) x€ (0,50) woovervrererrernecs 2p
a_l
2a=1 )
“ = e 1p
a+2b=0 1
b=——
4
e e 2
b) le:_[x-lnxdx:lxz-lnx —lx2 e 1p
1 2 4 4
5
9 Ilen(1+tgx)dx
0
Schimbam variabila prin x = % 1, xe {o,ﬂ Ste E , 0} dx = —dt
‘ r ; 1-1gt
I=-[In l+tg(——tj dr =1 1+ =521t o 2p
* 4 0 1+1gt

4

5
Izjln( 2 jdtz%an—I:ﬂz%-an ............................................................................ 1p

o \L+1gt



